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El Nautilus: referente

del crecimiento
gnomonico cordobes
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Buenos dias a todas y a todos. Muchas gracias por su asistencia.

He de agradecer a los miembro de la organizacion que hayan valorado positivamente
que puede ser de interés para todos ustedes el trabajo de todos los colegas y amigos
que conformamos la Red Educativa Digital Descartes y que desarrollamos el
proyecto Descartes.

Nuestro contacto inicial se realiz6 a través de la redes sociales. No teniamos ninguna
relacion previa y nos alegra que este se haya formalizado, pues para nosotros es una
muestra fehaciente de que el trabajo que realizamos como asociacidon y que
ponemos a disposicion de cualquier navegante de internet, de manera altruista, tiene
receptores. Ese es el premio a nuestro altruismo.
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Tengo el honor de presidir la organizacién no gubernamental “Red Educativa Digital
Descartes”. RED Descartes es una asociacion sin animo de lucro que tiene como objetivo
promover la renovacion y cambio metodoldgico en los procesos de aprendizaje y ensefianza
de las Matematicas, y también en otras areas de conocimiento, utilizando los recursos
digitales interactivos generados con la herramienta de autor que denominamos Descartes. Un
proyecto que se inicié en el pasado siglo, en junio de 1998, y justo ahora iniciamos nuestro
vigésimo segundo afio de andadura.
En un contexto tecnolégico rapidamente cambiante como es el de la Tecnologias de la
informacion y de la comunicacion, permanecer 21 afios en el candelero no es sencillo. Ahora
no es el momento indicado para profundizar en ello, pero si puedo simplificar y destacar:

° que es un proyecto disefiado y desarrollado por profesores de todos los niveles

educativos,

e  que se adentra en ambitos que se encuadran en la Investigacion, en el desarrollo y en
la innovacion,

° que todo lo que hacemos tiene un objetivo educativo global, sin intereses
econdémicos,

en definitiva, lo que tratamos de englobar en nuestro lema que dice: “RED Descartes
trabajando altruistamente por la comunidad educativa de la aldea global”.

Y en estos afios hemos ido y seguimos acumulando experiencia y estableciendo vinculos de
colaboracién con colegas de diferentes lugares, creando una nueva academia global gracias
a Internet y en particular con la “Red Educativa Digital Descartes de Colombia”.

Permitanme un inciso formal para indicarles que aunque en esta presentacion he evitado, por
precaucion, tener que enlazar con paginas web externas he dejado enlaces en las mismas
para que quienes a posteriori quieran acceder a la misma puedan profundizar si lo desean.
Esos enlaces ha quedado reflejados con el icono ahi insertado.


https://proyectodescartes.org/
https://www.coldescartes.org/
https://www.coldescartes.org/

El Nautilus pompilius

Un animalito matematico

Las Matematicas en la belleza y la
belleza de las Matematicas

Y tras la ubicacion del contexto y grupo donde hemos realizado esta investigacion,
pasemos ahora a adentrarnos en el objetivo de esta conferencia que es mostrar
como el Nautilus pompilius es un animalito que lleva haciendo matematicas desde
hace 400 millones de afos.

Para ser mas precisos conceptualmente deberiamos plantearnos la alternativa entre
si la Naturaleza es matematica o si somos nosotros los que realmente
matematizamos la Naturaleza. Pero independientemente de cual fuera la alternativa
cierta --si alguna lo es, o si no lo fuera ninguna de ellas, o si lo son ambas-- lo que si
parece obvio es que basta observar nuestro entorno para reconocer atractivas
formas naturales y asimilarlas a modelos matematicos que reciprocamente se
mimetizan, estableciendo un hipertunel entre la concrecién y la abstraccién, entre el
mundo real y el virtual. Esta dualidad la he plasmado en otros trabajos con la frase
"Las Matematicas en la belleza y la belleza de las Matematicas"



El Nautilus pompilius y su bitacora existencial

El Nautilus como todo ser vivo: nace, crece, se reproduce y muere, pero en su
devenir vital va escribiendo un cuaderno de bitacora que refleja y muestra en su
concha exterior. Pero mediante una radiografia o mejor aun al realizar una seccion de
esa concha es cuando nos encontramos con otra bitacora secreta que incrementa
aun mas su belleza, una gran belleza geométrica al servicio de sus necesidades
vitales.



¢Como se produce ese crecimiento?

Pero ;cémo se produce crecimiento?

En la diapositiva hemos reflejado las conchas de una vieira de una almeja y de una
coquina y una mirada curiosa a las mismas nos permite observar unas marcas o
lineas de crecimiento que nos llevan a extraer una conclusién que no es ni muchos
menos moderna sino que se remonta a la grecia clasica que es la base o nucleo de
nuestro saber.



Crecimiento gnomoénico aristotélico y gnomon

«Hay ciertas cosas que cuando crecen no sufren alteracion salvo en magnitudy.

AEQ@ o

El gnomon es toda figura cuya yuxtaposicion a otra dada produce una resultante
que es semejante a la inicial.

(Aristoteles 384 a. C.-322 a. C.)

Aristoteles observo y afirmé que hay ciertas cosas que cuando crecen no sufren
alteracion salvo en magnitud y definié el gnomon como toda figura cuya
yuxtaposicion a otra dada produce una resultante que es semejante a la inicial. Esto
es lo que conocemos como crecimiento gnomonico aristotélico.

Desde el punto de vista matematico esta definiciéon puede plantearse para un
triangulo, extenderse a cualquier poligono convexo y bajo ciertas restricciones a
poligonos concavos. A su vez es extensible a recintos planos aun siendo concavos
siempre que exista un punto, el polo, desde el que todos los segmentos trazados
desde él a los puntos de la frontera son interiores.

Indiguemos que Euclides se limita en los Elementos al caso particular de los
paralelogramos

El crecimiento gnomonico continuo en la vieira, en la almeja y en la coquina es obvio,
nos lo esta gritando, basta pararse y escuchar lo que nos dicen las marcas de
crecimiento. En la coquina hemos reflejado una simulacién de ese crecimiento.

La animacién que estan observando y las que posteriormente veran estan realizadas
a partir de escenas de Descartes, aqui las hemos incluido como imagenes con
formato gif animado para evitar el abrirlas e interactuar con ellas, pero la esencia de
Descartes esta precisamente en esa interactividad



Crecimiento gnomonico 3D

Pero, realmente, para esas conchas ese crecimiento gnomaonico acontece en el
espacio tridimensional y en esta animacion podemos observar la simulacién del
crecimiento de una almeja.



Tipos de concha

Conoidal Discoidal Helicoidal

Las conchas de los moluscos adoptan tres formas basicas: Conoidal, Discoidal y
Helicoidal.

La almeja anterior aunque pueda que no lo hayamos reconocido se corresponde con
un crecimiento de tipo discoidal.


https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/Escena3/index.html

Modelo tedrico crecimiento conoidal

Crecimiento gnoménico conoidal
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angulo cono
v
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Crecimiento gnomaonico conoidal incremento =

Conceptualmente podemos visualizar una primera aproximacion de este crecimiento
gnomonico en las conchas pensando en una familia de esferas que incrementa su
radio a medida que aumenta la distancia al punto o germen inicial: el polo. Si el
centro de la esfera se desplaza siguiendo un segmento rectilineo obtenemos el

crecimiento gnomaonico conoidal.



Modelo crecimiento gnomaénico discoidal

Crecimiento gnomoénico discoidal

Crecimiento gnoménico discoidal

Cuando el centro de cada esfera rota alrededor del polo, incrementando la distancia
a él y manteniéndose en el mismo plano se produce el crecimiento gnomonico
discoidal.



Modelo crecimiento gnomaénico helicoidal

Crecimiento gnoménico helicoidal

Crecimiento gnoménico helicoidal v

Y si a ese giro respecto al polo se suma un desplazamiento obtenemos las conchas
helicoidales.

En todos los casos conceptualmente lo que tenemos es un cono flexible que
podemos retorcer



Morfologia de las conchas

Concha de un
caracol

Concha del
Nautilus
pompilius

La concha del Nautilus tiene forma discoidal y los caracoles su concha es helicoidal.

En la modelacion del crecimiento discoidal es necesario determinar la forma en la
que un punto cualquiera de la concha se transforma en su homélogo al crecer., es
decir la curva que describen los puntos homaologos entre si. Y también hay que hallar
la forma de la boca o de cualquier seccion. En el caso helicoidal adicionalmente la
traslacion que se produce hace que la concha esté envuelta en un cono y el angulo
de ese cono es una de las caracteristicas intrinsecas que determinan la forma de la
concha.

La superficie tridimensional de cualquier concha puede considerarse que esta
generada por la revolucién alrededor de un eje fijo de una curva cerrada, la
generatriz, la cual incrementa sus dimensiones pero manteniendo la semejanza. Si
seleccionamos un punto de esa generatriz, 0 bien un punto de la regién que delimita,
y unimos todos los puntos homélogos a él obtenemos otra curva que traza la
direccién de crecimiento. Si esta traza esta ubicada en un plano perpendicular al eje
de giro entonces se dice que la concha es discoidal —que es lo que acontece en el
Nautilus— y si por el contrario tiene forma de una hélice cénica se dice que la concha
es turbinada o helico-espiral. Como generatriz puede considerarse cualquier seccién
de la concha, sea paralela, normal o con cualquier inclinacién respecto al eje de giro.
Usualmente se considera la seccién transversal obtenida por el corte con un plano
que contenga al eje de giro y suele coincidir con la forma de la boca de la concha
siempre que ésta se ubique en un plano.


https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/Escena6/index.html

Morfologia y fisiologia basica del Nautilus, términos

Protoconcha

Teleoconcha ———5 Concha discoidal

Seccion espiral

Camara habitacional

F1G. {11.—THE SHELL (IN SECTION} AND SOFT PARTS OF Ti: PEARLY
NavtiLus (Nautilus powpilius), FRoM OWEN.
(From B. B. Woodward's “Life of the Mollusca’’ [Methuen]

Como acabo de indicar la concha del Nautilus tiene un crecimiento discoidal y su
seccion tiene forma de una espiral.

La vida embrionaria y larvaria se ubica en la protoconcha o camara inicial y la
teleoconcha se corresponde con el crecimiento durante el periodo juvenil y adulto.

La parte que presenta camaras llamada fragmocono y los tabiques que conforman
las camaras se denominan septos los cuales se intersecan con la pared del
fragmocono en la sutura.

El sifunculo une las camaras del fragmocono vy fisiolégicamente es el encargado de
vaciar de agua esas camaras Y llenarlas de gas, proporcionando un dispositivo de
flotacion que facilta que nadando pueda desplazarse. No es que vacie y llene a
voluntad para subir o bajar, ese desplazamiento se realiza nadando en la direccion
deseada. Como tejido que es, el sifunculo rara vez se conserva, sin embargo si
suelen observarse los agujeros o cuellos septales por donde pasa.

La camara mas externa es la camara habitacional del Nautilus.

En ella podemos contabilizar el numero de ciclos o verticilos.



Crecimiento gnoménico CORDOBES

Pero de los multiples detalles que podemos observar y observaremos, no se
impacienten, destaquemos primero como podemos intuir su crecimiento
autosemejante mediante la adicion de camaras, un crecimiento gnoménico que
calificamos como “cordobés”. Pero ¢ por qué cordobés?

Cordobés es el gentilicio de los habitantes de la provincia espafiola en la que naci y
de la que vengo: Cérdoba. Y como he indicado en el titulo de la conferencia, el
Nautilus en su crecimiento es paisano mio, también él en cierto sentido es cordobés.
No es porque su habitat sea el entorno del mio, nada mas lejos, ya que él habita
actualmente en el area Indo-Pacifica, casi en las antipodas de donde yo lo hago
habitualmente, sino porque su crecimiento sigue el canon o proporcién cordobesa,
proporcion que fue bautizada con este gentilicio porque fue detectada en Cérdoba.
Asi pues, el Nautilus y yo compartimos nuestro cordobesismo, pero en la preparacion
de esta conferencia he comprobado que los bogotanos y los cordobeses también
tenemos elementos en comun...



La historia comiin que compartimos

Capitulaciones de Santa Fe
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pues compartimos o tenemos una parte de nuestra historia.

Cordobés fue Jiménez de Quesada, aunque algunos situan su ascendencia en la
vecina provincia espafola de Granada, en Santa Fe, donde se formalizan las
capitulaciones que configuran el germen del viaje de Colén. Y cordobés también era
Sebastian de Belalcazar.

Y casualmente hoy estamos en el salén “Reyes Catdlicos”



FE N
%

La proporcion cordobesa
o proporcion humana

Versus

La proporcion aurea o proporcion divina

Pero ¢,qué o cual es la proporcion cordobesa? La proporcion cordobesa que también
es denominada como proporcion humana al compararla o confrontarla con la
proporcion divina. Esta proporciéon divina es muy bien conocida, laureada, deseada,
ambicionada, admirada, querida, alabada, sublimada, espléndida, magnifica,
soberbia, notable, sorprendente, fascinante, extraordinaria y, lo mismo que Dios, es
omnipresente, esta presente en todas partes a la vez... o al menos eso dicen, o bien
algunos hacen que parezca eso.



Extrema y media razén

EVCLIDES. 9’6
LIBRO SEXTODE
LOS ELEMENTOSDEEVCLI-
des Megarenfe philofopho
Griego. Rodrigo Gamorano 1574
2 (primera edicion en espafiol)

3. Dizefefer divididavnalinearc&aconra
zon gxtrema ymedia quando fuere queco
mo fe hatoda ala mayor parte,aflila ma-
yorala menor.

Bueno hay que reconocer que la proporcidn aurea tiene mas afios que los 969 afos
que vivido Matusalen y que Euclides ya la definié en el libro sexto de “Los Elementos”
hace 2300 afios al definir la division de un segmento en razéon extrema y media.

Asi pues, la euclidiana razén extrema y media, como se refleja en la imagen de la
primera edicion en espafol de “Los Elementos” de Euclides”, o como ahora estamos
acostumbrados a decir: extrema y media razén, aparece como tal en la definicién
tercera del libro sexto: “Dicese que una linea recta esta dividida en extrema y media
razon cuando la linea entera es a la mayor como ésta es a la menor”. Y aparece asi
ijde repente!, sin anestesia alguna, entre la simple definicién de figuras semejantes y
de la altura de un tridngulo o de un paralelogramo..

jOoooo0léeeeeeee! iNo, no estoy de broma! Como matematico me maravilla y sale
de mi garganta gritarle a Euclides: jtorero!, jtorero!, jtorero!... O como dicen en la
Opera de Carmen, la divulgadora de la imagen tépica de Espafia y en particular de
Andalucia:jToreador! jtoreador!jtoreador!

Pero me diran ustedes: ¢por qué esta manifestacion de euforia? Pues porque esa
expresion u otra analoga es la que con frecuencia se callan nuestros alumnos, por
respeto o temor, cuando en nuestras clases hacemos planteamientos analogos al
aqui expuesto. Situaciones en las que somos mas prestidigitadores, magos, que
docentes. Ahora recuerdo a un profesor de mis afios de licenciatura que la primera
palabra que siempre decia al llegar a clase, en lugar de jbuenos dias!, era jTeorema!
y a partir de ella encadenaba su discurso y razonamiento cual soliloquio o mondélogo
a la vez que llenaba sus pizarras de interminables cadenas de simbolos, hasta que
pronunciaba su despedida, no con un coloquial adiés, sino finalizando con “como
queria demostrar!... y nosotros masculldbamos: jhasta el préximo teorema!



¢Por qué esta razon de las infinitas existentes?

EVCLIDES. 9’6,
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Yo, ante situaciones como ésta, lo que suelo preguntarme o la pregunta retdrica que
formulo es: jEuclides! ¢ por qué de las infinitas razones posibles te fijas en una tan
particular? jEuclides, me asombra el conejo que sacas de tu chisteral!

Y perdonen mi tuteo y familiaridad con él, pero es que hemos compartido muchas
horas juntos.

Pedirle al instaurador del método axiomatico, a aquel que ha servido de guia y
modelo secular de como abordar y realizar la presentacién académica de resultados
matematicos, que deberia habernos justificado o motivado el por qué de su interés en
la extrema y media razén es como pedirle peras al olmo.

Nosotros, en general, en la difusién de nuestras investigaciones solemos reproducir
el ocultismo euclidiano vy, al establecer el rigor académico como prioritario, hacemos
que se hilen los resultados de una manera diferente a la forma en la que hemos
llegado a ellos. Esto acontece en nuestras investigaciones y también en nuestra
docencia poniéndose en evidencia cuando en nuestra clases algun alumno nos dice
0 comenta: j¢ pero eso a quién se le ocurre?!

jEuclides, no te critico! o al menos mi critica es constructiva porque he aprendido
mucho contigo, pero si me hubieras marcado el objetivo o la causa seguro que
hubiera aprendido mas... O, quizas, ahora me estoy dando cuenta, ¢ te adelantaste al
constructivismo y tu objetivo es que yo fuera el que diera la respuesta? jOh! jqué
buen docente!,Pero siempre hay un riesgo: jmi respuesta puede que no coincida con
la tuya!



Division de una linea en media y extrema razén

Dividir una linea de manera que el rectangulo formado por ella y una de

Sus partes sea igual al cuadrado de la parte que resta
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Siguiendo el orden deductivo euclidiano, en la proposicion undécima aparece el
objetivo de “dividir una linea de manera que el rectangulo formado por ella y una de
sus partes sea igual al cuadrado de la parte que resta. Que no es mas que la division
en media y extrema razon. Pero ahi no hay un motivo, ni un porqué de su objetivo.

Todo un rocambolesco planteamiento similar a lo que acontece en nuestras aulas.
jRealmente aprendimos bien de Euclides!



Construccion del triangulo sublime

Construir un triangulo isésceles que tenga cada uno de los angulos
iguales el doble del desigual
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No es hasta el libro cuarto, que es el que trata sobre figuras inscritas y circunscritas
en una circunferencia, cuando nos encontramos una aplicacion de la divisién anterior
en media y extrema razon. En la proposicion décima Euclides plantea la construccién
de un tridangulo isésceles que tenga cada uno de los angulos iguales el doble de del
desigual. Ese triangulo jcomo no! se denominé posteriormente jtriangulo sublime! Y
su construccién requiere de esa particion en media y extrema razon. Los lados de
ese triangulo siguen esa proporcion.

Tenemos ya al menos una motivacion de esa extrafia division ya que es necesaria
para obtener este triangulo particular.

Este triangulo sublime nos lo encontraremos mas adelante en esta conferencia y
veremos que Euclides no necesitaba la siguiente proposicion.



Construccion de un pentagono regular

En un circulo dado inscribir un pentagono equildtero y equiangulo
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En la proposicion undécima,es cuando este triangulo sublime tiene su utilidad ya que
en base a él se construye el pentagono regular, en el que dos diagonales
consecutivas se cortan en media y extrema razon.

Previamente en ese libro se ha construido de manera sencilla el triangulo equilateral
y equiangular e igualmente el cuadrado y en la siguiente construccion la del
pentagono se ve que surgieron las dificultades y requirid6 toda esta artilleria
matematica para su logro.

Todo gran esfuerzo produce exaltacion y gozo y no es de extrafar que este logro se
magnificara a lo largo de los siglos. Y los pentagramas se hayan usado como iconos
identificadores de grupos o sectas.

Pero la alegria constructiva se les acabé pronto ya que el hexagono regular es trivial
su construccion a partir del triangulo equilatero, pues construido un poligono regular
es trivial la construccién del poligono que tiene el doble de lados, pero el heptagono
supuso una indigestién al igual que el eneagono y endecagono jqué ahora bien
sabemos no son contruibles con regla y compas! Un mal rato que justifica aun mas
esa exaltacion del pentagono y de esa proporcion que se distingue y se le da nombre
propio en el libro sexto de las proporciones. jExtrema y media razon!



La divina proporcion, Luca Pacioli

Una y nada mas que una
Intervienen tres términos
No es conmensurable
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Ante lo antes esbozado no es de extrafar que cuando Luca Pacioli tiene alcance a los
resultados citados y a los de “Los elementos” en general, su estudio le catapulte a escribir el
libro que tituld “La divina proporcién” al referirse a la media y extrema razén.

El la cataloga y asciende a la divinidad porque encuentra varias analogias que se
corresponden por semejanza con Dios mismo.

° La primera que es una y nada mas que una, al igual que Dios es uno y sélo uno.

° La segunda es que en la proporciéon intervienen tres términos al igual que la
Santisima Trinidad son tres sustancias en una sola.

° La tercera es que es inconmensurable, irracional, no es expresable en cantidad
racional, al igual que Dios no puede ser entendido por nosotros con palabras.

° La cuarta es que como Dios no puede cambiar y esta en todas partes.

° La quinta que como Dios es la quinta esencia del universo, la que da el ser a los
cuatro elementos: tierra, agua, aire y fuego, la proporcién divina lo es para los cinco
poliedros regulares que los representan y sin ella no puede relacionarse e inscribirse
en una esfera

Y, Pacioli, en su euforia, asigna a la proporcién divina infinitos efectos. Entre ellos el efecto
noveno lo cataloga como excelso el cual es el hecho antes citado de que dos diagonales
consecutivas de un pentagono regular se cortan en media y extrema razén. Y continla hasta
el efecto decimotercero o dignisimo efecto porque sin su ayuda no podria construirse el
pentagono. Y ahi detiene su descripcion por reverencia a Nuestro Salvador Jesucristo y sus
doce apodstoles.

Es obvio que esa pasion de Pacioli, que antes yo he parafraseado irénicamente al asignar
diferentes calificativos a la divina proporcién, es el pilar sobre el que se basa y el que provoca
en la Edad Moderna y Contemporanea esa admiracion por su divina proporcion. Y mas
teniendo en consideracion que este efecto se ve ponderado por su amigo Leonardo da Vinci
que ilustra su trabajo y por Albert Durero, como veremos posteriormente.



Euclides “cordobés”

Medina Azahara en Cérdoba (Espaiia) ) LEMENTOS
Patrimonio mundial de la Humanidad ‘ MeRps IiidsorHoR

Pero no puedo dejar de comentar que a esta euforia pacioliana indirectamente y
directamente jtambién contribuimos los cordobeses!

Los Elementos de Euclides, al igual que gran parte del saber cientifico griego, nos ha
llegado a través de traducciones al arabe de manuscritos en griego, lo cual acontece
en torno a la época del Califato de Cérdoba (siglos X y Xl), luego fue traducido del
arabe al latin (siglo XIl) y ampliada su difusion mediante su impresion a finales del
XV. La primera ediciéon impresa es de 1482 (época de Luca Pacioli) y se bas6 en
versiones arabes y, en particular, en una versién latina atribuida a Adelhard de Bath
quien estuvo en Cordoba a principios del siglo XIll. A él se le atribuye el primer caso
de espionaje cientifico porque se infiltr6 en la escuela matematica cordobesa vy
ademas del cero, que le debié de saber a poco o nada, llevé consigo un ejemplar de
Los Elementos.

Posiblemente éste fue el camino a través del cual Fibonacci en el siglo Xll tuvo
conocimiento y difundié el sistema de numeracion posicional gracias a ese cero
indo-arabigo. Y también como, posteriormente, Luca Pacioli pudo construir su
euforica exaltacion de la “proporcion divina”. Y si afiadimos el apoyo recibido por el
genial Leonardo da Vinci y también de Albert Durero podemos comprender por qué la
proporcion divina comienza una transmision idilica en las Edades Moderna y
Contemporanea que potencia su idealizacion y admiracion hacia ella.

jEuclides se hizo cordobés!



Canon de belleza armdnico davinciano: el hombre de Vitrubio

La razén entre el radio y el lado de un decagono regular
es la razén aurea

.t

B . N—
R C i o G c G

. BE y EC dividen al segmento BC
{en extrema y mediarazon -

‘CEFG es un rectangulo dureo . E'FG' es un triangulo sublime
; ™ : Triangulo isésceles cuyos angulos iguales son el doble que el desigual
- La r&zoén de sus lados es la razén aurea

Da Vinci que ilustré “La divina proporcion” adopté ésta como pauta para la
elaboracion del canon de belleza humano que reflejé en su dibujo del hombre de
Vitrubio. En él podemos ver como equipara la altura de un hombre a la longitud entre
sus brazos y a partir del cuadrado que determinan estas dos magnitudes vy
apoyandose en el eje de simetria de ese cuadrado que es eje de la figura humana
procede a dividir este segmento en extrema y media razén, donde el ombligo es el
punto que determina esta particion. La proporcion divina queda reflejada en el cuerpo
humano y el ombligo se configura como el centro armoénico de esta belleza. Surge la
denominacion de proporcion arménica.

Pero adicionalmente pongamos de manifiesto que toda razén entre dos cantidades
puede representarse geométricamente mediante un rectangulo. En este caso el
rectangulo armonico y que fue posteriormente denominado aureo o dorado. Ese
rectangulo se corresponderia con la flexion de nuestro cuerpo por la cintura. Y
adicionalmente, como ya indicamos, se corresponden con los lados del triangulo
sublime y con diez triangulos sublimes se construye un decagono regular. De hecho
Euclides en el momento que construye el triangulo sublime podria haber construido el
decagono y uniendo vértices alternos de éste haber obtenido el pentagono.

La razon entre el radio y el lado del decagono regular y la razén entre la distancia de
los pies al ombligo y de éste a la cabeza es la razén divina. Asi pues, la belleza
queda ligada a la proporcion, puede ser esquematizada mediante rectangulos vy
también asociada a poligonos regulares.


https://proyectodescartes.org/indexweb.php

Las proporciones en la Naturaleza
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Por cierto, ¢Hacia adonde apunta el brazo inclinado del hombre de Vitrubio? Si,
efectivamente seria el vértice del decagono! ;Y la amplitud de las piernas abiertas?
Un angulo central del pentagono.

Pacioli afirmaba que “Platén y a Euclides sabian perfectamente que ninguna cosa se
puede conocer en la naturaleza sin la proporcién y que el objeto de todos los
estudios consiste en buscar las relaciones de una cosa con la otra”.

iEs evidente la influencia de Pacioli en su amigo Leonardo y en su contemporaneo
Alberto Durero! jY en todos!



Belleza ;equivale? a proporcion divina

Para que algo sea bello ;ha de seguir la proporcion divina?.

Parece evidente buscar el conocimiento a través de la busqueda de las proporciones,
pero lo que no es tan evidente es que esa busqueda se convierta en una obsesion
por encontrar la proporcion divina en todas las cosas. Para que algo sea bello ¢ ha
de seguir a la fuerza la proporcién divina?



Razones asociadas a los poligonos regulares

Construccién del rectangulo asociado al poligono de 3 lados

razén= ﬂ = 0,577
lado

Inicio lados : Animar/Pausar ‘
|

Poligonos construibles con regla y compas:
3,4,56,8,10,12,15,16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96,...

Tratemos de dar respuesta buscando otros canones de belleza y para ello sigamos el
camino de Leonardo da Vinci, estableciendo ciertas pautas.

En el hombre de Vitrubio hemos establecido una relacion entre la razén de la medida
de los pies al ombligo y de éste a la cabeza, y lo hemos relacionado con la razén o
modulo de un rectangulo y ademas, también, con el radio y el lado de un poligono
regular: el decagono.

Asi pues, en general, dada una razén siempre podemos siempre asociarle una
familia de rectangulos semejantes cuyos lados guardan esa proporcion. Pero esa
proporcion no tiene porqué tener relacion con ningun poligono regular. Por tanto,
abordemos el camino inverso y entre todas las infinitas razones posibles
consideremos una infinidad numerable de ellas: las que se corresponden con los
poligonos regulares.

No obstante, a nivel tedrico y ubicandonos en el purismo euclidiano hemos de excluir
aquellos poligonos que no son construibles con regla y compas, es decir, aquellos
cuyo numero de lados son los indicados en la diapositiva para poligonos de menos
de cien lados.

Asi pues, para cada uno de esos poligonos asociamos un rectangulo en el cual
podemos observar como la razén crece y para el dodecagono ya la razon es préxima
a dos.


https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/Escena4/index.html

El hombre de Vitrubio polifacético

El hombre de Vitrubio polifacético
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razon=—= 16144

poligono
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Si trasladamos esto al hombre de Vitrubio, que ahora lo convertimos en polifacético
pues adopta todas las caras o formas que deseeemos sin mas que cambiar la
posicion del ombligo, podemos observar que para poligonos de doce lados o0 mas su
traslacion al hombre de Vitrubio conduce mas a una desproporcidon que a una
armonia, una situacion de hombres patilargos, es decir, con un largo de piernas
mayor al usual.


https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/Escena5/index.html

Comparativa en el hombre de Vitrubio polifacético

Y realizando una comparativa, reflejada en la diapositiva, los tres casos primeros se
corresponden con situaciones de hombres con menor largo de las piernas que del
tronco y cabeza, iguales en el caso del hexagono y mayor largo de piernas en el
octdégono y decagono, sin llegar a ese caracter patilargo de valores superiores.

En el recurso interactivo enlazado podemos observar lo reflejado en esta imagen
tanto para los poligonos construibles como aquellos que no los son.


https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/Escena5/index.html

Comparador de canones de belleza

Comparador de canones de belleza
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Asi pues, entre las diversas alternativas surgen dos posibles canones de belleza
procedentes de razones poligonales. La primera es la belleza armdnica davinciana
ligada a la proporcion divina y otra una belleza ligada al octégono.

poligono razon=~1.6180




Belleza divina versus belleza humana

razén~1.6180

razén=1.3066

P°”90n0 raz6n~1.6180 CJ- / -»4- poll’gono razén~1.3([f &

Construccién del recténgulo asociado al poligono de 8 lac |

razon="2%0 _ 1306 |
oo

Y por contraposicién al canon divino diremos que tenemos el canon humano y a la
razon correspondiente al cociente entre el radio y el lado del octdégono la
denominaremos razén humana.

El canén de belleza humano se caracteriza porque las piernas son algo mas cortas
en relacion al tronco y cabeza.

Si nos fijamos en los dos rectangulos, el rectangulo divino o aureo es mas estilizado
y el rectangulo humano algo mas rechoncho


https://proyectodescartes.org/indexweb.php

Venus divina versus Venus humana

Venus de Milo  Venus Capitolina

¢ Pero quién es mas bella? ¢ La venus de Milo o la venus Capitolina?
Pacioli lo tendria claro tomaria su compas aureo y seleccionaria la Venus de Millo.
&Y cual es su eleccion?



Apolo divino versus Apolo humano

Apoxiomeno de Lisipo David de Miguel Angel

poligono razéon~1.3066

¢Y ahora, quién les parece mas bello? ;El Apoxidmenos de Lisipo o el David de
Miguel Angel?

Resulta irdnico e incluso gracioso contraponer el hombre de Vitrubio de Leonardo y el
David de su rival Miguel Angel y mas si incluimos cierta inventiva acerca de si Miguel
Angel disefia su David obviando a toda costa el modelo de Leonardo. No es mas que
mera especulacion, pero... la imagen habla por si sola.



La Mezquita-Catedral de Cérdoba

Permitanme que les lleve de nuevo a Cérdoba. En la imagen tienen una vista derea
de la mezquita con el patio de abluciones o patio de los naranjos, las naves, el muro
de la quibla y las bévedas de la macsura y del mihrab... y embebida en ella la
catedral de Cérdoba, realmente la catedral nueva y también la antigua. Y a la
derecha una de las puertas laterales, la de Alhaken Il por la que accedia
directamente desde su alcazar a la macsura .

La mezquita de Cdérdoba es patrimonio de la humanidad y Cérdoba es la ciudad que
mas nombramientos patrimonio de la humanidad acumula: la mezquita, el casco
histérico, los patios como patrimonio inmaterial y el aio pasado se logré el
nombramiento de Medina Azhara, ciudad califal que ya hemos citado antes.

jLes invito a visitarnos! Pero no piensen que estoy en un intervalo publicitario dentro
la conferencia. No, no es ese el objetivo, aunque también sirva para ello.



Naves, bosque de columnas y arcos

Les llevo a la mezquita de Cérdoba y les adentro en sus naves, en su bosque de
columnas y arcos de medio punto y de herradura con sus inconfundibles y unicos
colores identitarios, esos alternantes blancos y rojos de la piedra y el ladrillo que los
componen. Y les adentro en este entorno porque aqui, con seguridad, estuvo nuestro
espia cientifico. Si el que se llevo el cero junto a los Elementos de Euclides... pero
no lo cito de nuevo para reprender su hurto, no, los cordobeses y los andaluces en
general somos desprendidos, por algo el lema de nuestra comunidad es: “Andalucia
por si, por Espafa y la Humanidad”, lo mismo que el de nuestra Red Educativa
Digital Descartes es: “trabajando altruistamente por la comunidad educativa de la
aldea global”.



Arcos polilobulados en la antesala de la macsura

36

Les recuerdo a nuestro espia porque con seguridad cuando se adentré en la
mezquita quedaria tan empequefiecido, perdido,...




Arco de acceso al Mirahb

sorprendido, asombrado, maravillado desconcertado, obnubilado, estupefacto,... y
jparo! porque me estoy pareciendo a Pacioli al describir no los efectos de la
proporcion divina, sino los efectos de la belleza humana en un pobre ser humano.

En la diapositiva tienen el arco de acceso al mihrab que sirve de guia de orientaciéon
para que los creyentes dirijan su rezo hacia la Meca. Es la puerta simbdlica de
acceso a la Meca. No obstante, el mihrab de la mezquita de Cérdoba no esta
orientado hacia la Meca, pero ese es otro tema que es muy interesante y en el que
no puedo adentrarme porque no quiero verme como Evariste Galois diciéndoles: “no
me da tiempo, no me da tiempo...”



Portal de acceso al Mirahb

Dios es grande, Dios es grande. = Vamos a la oracién.

Canto del amanecer  Atestiguo que Dios es unico. Vamos a la prosperidad.

Carlos Cano Atestiguo que Mahoma es el Dios es grande.

e (1 946-2000) profeta de Dios. Dios es unico. q

“Canto del amanecer de Carlos Cano”.

En la diapositiva tienen el arco de acceso al mihrab que sirve de guia de orientacion
para que los creyentes dirijan su rezo hacia la Meca. Es la puerta simbdlica de
acceso a la Meca. No obstante, el mihrab de la mezquita de Cérdoba no esta
orientado hacia la Meca, pero ese es otro tema que es muy interesante y en el que
no puedo adentrarme porque no quiero verme como Evariste Galois diciéndoles: “no
me da tiempo, no me da tiempo...”


http://www.youtube.com/watch?v=E97a4cTF6Ls&t=42

Interior del mihrab (planta OCTOGONAL)

Y aqui tenemos el interior del mihrab de planta jOC-TO-GO-NALI! y curiosa boveda
en forma de concha.

Pero aqui no pudo estar nuestro espia, pues es el sanctasanctérum. Pero en su
atolondramiento y desconcierto tuvo que dejar escapar a su vista otro elemento
arquitecténico intrinseco en la mezquita de cérdoba: jLa béveda cordobesal! la cual
tiene como base matematica el OC-TO-GO-NO. Si nuestro espia la hubiera
contemplado jtambién se habria llevado consigo el saber matematico que contiene! y
Luca Pacioli habria tenido un dilema al tener que elegir entre el decagono y el
octdégono y entre las dos proporciones asociadas a los mismos.



Boveda de arcos entrecruzados

Nuestro espia no repard que en la parte mas lujosa de la mezquita, en la
denominada ampliacion de Alhahen Il hay cuatro bévedas que por su caracteristicas
constructivas permiten abrir huecos que proporcionan ventilacion y luz, los
denominados lucernarios. En la imagen vemos el lucernario de la denominada capilla
de Villaviciosa que es donde después de la reconquista cristiana estuvo ubicada la
primera catedral. Los elementos constructivos son ocho arcos entrecruzados tres a
tres que son los que sustentan la béveda y permiten incluir esos huecos.
Matematicamente tenemos como base un cuadrado. Desde los puntos medios se
trazan cuatro arcos que determinan un cuadrado inscrito en el anterior. Desde el
cuadrado inicial se trazan dos parejas de arcos paralelos que se entrecruzan con los
anteriores formando cuatro cuadrados en las esquinas y un nuevo cuadrado inscrito
al ya inscrito. En éste se truncan las esquinas construyendo un octégono.

Tenemos una primera muestra constructiva que veremos como evoluciona en las
siguientes construcciones. que en su momento fueron pioneras y por tanto tienen su
origen en Cordoba.

En las esquinas podemos ver unas bovedas pequefias: Una en la que solo se
truncan las esquinas y configura un hexagono, dos que entrecruzan seis arcos
formando una estrella hexagonal y una cuarta que puede decirse que es una muestra
de la que veremos a continuacién y es una mejora de la actual. Aqui parece que se
hacen pruebas de los que se quiere hacer después. Como si fuera un muestrario
sobre el que seguir indagando.



Bovedas laterales en la macsura

En las dos bovedas laterales de la macsura se aborda el siguiente orden
constructivo. Sobre el cuadrado inicial, se truncan las esquinas configurando la base
octogonal de construccion. Se trazan ocho arcos paralelos dos a dos y se obtiene un
octégono inscrito. Aqui los arcos se entrecruzan dos a dos.

También se puede plantear como la construccién de una estrella octogonal
comenzando en un vértice y saltando a otro vértice dejando dos libres en medio.



Boveda cordobesa

i Bdveda central de la macsura de la Mezquita de COFdObam

En la boveda central de la macsura, se construye el octégono inicial truncando las
esquinas y ahora se unen los vértices alternos construyendo dos cuadrados uno
girado respecto al otro y configurando un octégono central. Los arcos se entrecruzan
también dos a dos, pero en este caso la ventaja de esta construccion respecto a la
anterior es que el octdégono obtenido tiene mas superficie.

ijLa boveda cordobesa alcanza su esplendor! El canén de belleza octogonal queda de
manifiesto ¢ verdad?




El rectangulo cordobés

Y o ——

Pero el saber cordobés no queda restringido al uso del octégono

iPor qué le ha gustado la portada del Mihrab de la mezquita de Cérdoba?
—presumo que les ha parecido bonita, atractiva y maravillosa—.

Pues yo les ayudo a realizar la traduccion matematica de esa sensacién positiva. El
diseno de ese frontal sigue el canon de la razén entre el radio y el lado del octégono,
es decir, hay plena conciencia del uso de esa relacion estableciendo proporciones
que antes denominamos como canon de belleza humano y que a partir de ahora con
toda propiedad podemos y hemos de llamar proporcién cordobesa.

Los rectangulos que ven superpuestos sobre la portada son ambos cordobeses.


https://proyectodescartes.org/indexweb.php

Cartabon cordobés y rectangulos cordobeses

He usado un dibujo y no directamente la fotografia porque debido a las dimensiones
de esta portada y su localizaciéon en la zona de la macsura donde en una imagen
anterior hemos visto que hay unos arcos polilobulados que la delimitan, no es facil
obtener una fotografia que no deforme la forma de dicho frontal, por ello al tomar
como referencia el dibujo veremos que los rectangulos cordobeses se ajustan con
precision, pero en la foto esos mismos rectangulos difieren, magnificandose esa
diferencia en la parte superior por la ubicacién de la camara desde la que se tomé
esa foto.

Lo anterior no es una mera casualidad sino que es un mero ejemplo de una accion
consciente en base al conocimiento de esta razén cordobesa y que podemos
encontrar en numerosos edificios en Al Andalus, pero que no es algo exclusivo de
caracter local sino que es un un conocimiento que se transmite y transfiere, algo que
es global. Eso si, el bautismo de esta proporcion se realizd6 en 1973 arquitecto
cordobés Rafael de la Hoz y ha quedado resefiada como proporcién cordobesa o
proporcion humana. Hemos tardado en llegar al porqué del calificativo cordobés en el
titulo de la conferencia, pero ya hemos alcanzado ese objetivo.



El canon cordobés en Colombia

rectangulo cordobés 1:1,306...
Colombia rectangulo aureo  1:1,618...

Sistema de medidas anglosajon
Nombre Medida (pulgadas)  Medida (mm) | Ancho-Alto
‘ Carta (Letter) 8% x 11 215.9x279.4 | 1:1.2941 ‘ -
Oficio o Folio 8%2x13 215.9 x 330.2 | 1:1.5295
Legal 82 x 14 215.9 x 355.6 | 1:1.6471

Espafia: norma IS0 216 (1975) rectangulo raiz de 2 1:1,414...

Formato A0 A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10
mm x mm | 841 x 1189 | 594 x 841 | 420 x 594 | 297 x 420 | 210 x 297 | 148 x 210 | 105 x 148 | 74 x 105 | 52 x 74 | 37 = 52 | 26 = 37

Esparia: antes de 1975

Sistema de medidas tradicional
Nombre ' Medida (milimetros) Relacion
Pliego | 315 x 430 1:1,3650
Folio |215x315 medio pliego | 1:1,4651
Cuartilla | 1575 x 215 medio folio 1:1,3650
Octavilla | 1075 < 157.5 media cuartila | 1:1,4651

Y si los bogotanos y los cordobeses tenemos vinculos histéricos, podemos poner de
manifiesto que Colombia actualmente hay al menos un tema en que los colombianos
se muestran mas cordobeses que los mismos cordobeses y es el formato de papel
que usan. Ustedes mantienen el sistema anglosajon y si mis referencias son
correctas el formato usual es el formato Carta que tiene una proporcion de 1,29, es
decir, escriben diariamente sobre un rectangulo que difiere en altura menos de un
uno por ciento del rectangulo cordobés. Y cuando ustedes han de realizar contratos y
escrituras entonces se ponen mas trascendentes y se acercan al rectangulo divino,
sera que se ponen temerosos y cuando pasan a cuestiones legales se intuye que el
temor nos lleva a pensar en la divinidad.

En Espana se sigue la norma ISO 2016 que se implanté alli en 1975. Usamos los
formatos DIN (del Instituto de Normalizacion Aleman) y que sigue el canon de la raiz
cuadrada de dos y que se caracteriza por que un formato se relaciona con otro sin
mas que proceder a dividirlo por la mitad.

En la Espafa de mi nifiez y adolescencia usdbamos otros formatos. Se partia del
formato pliego con proporcion 1,36, es decir, un poco mas rechoncho que el
rectangulo cordobés y el resto de formatos el folio, la cuartilla y la octavilla se
obtenian dividiendo siempre por la mitad. En cada corte se cambia la proporcion.



Combinando el rectangulo aureo y el cordobés

Rectangulo
cordobés

Rectangulo
dureo

Rectingulo

S
v

Pero ya les decia que los andaluces somos abiertos mentalmente y si algo es util y
bello por qué no usarlo. Si conociamos los rectangulos aureos y los cordobeses por
qué no combinar ambos. Si miren que en la portada del Mihrab también podemos
encontrar rectangulos aureos.

Y una alternancia o combinacién de canones es lo que realmente acontece en la
portada del Mihrab. El rectangulo que enmarca o circunscribe a la portada es
cordobés y hemos observado mas rectangulos cordobeses sobre ella, pero también
podemos detectar rectangulos aureos y la amalgama de ambos canones de belleza
es la que posiblemente logra sublimar su majestuosidad .La belleza no tiene por qué
seguir un unico patrén o canon, sino que la combinacion habil de dos o mas canones
parece dar razon a Aristoteles y el todo es mas que la suma de las partes



Venus humana versus Venus divina

Venus
humana

1.31

Porque, en general, estamos acostumbrados a adaptar y combinar esas
proporciones. ¢Qué es si no la transformacion que conseguimos cuando nos
subimos a unos tacones o plataformas? Alargamos la distancia desde los pies al
ombligo y de esta forma logramos pasar de la proporcion humana a la proprorcion
divina



mm,u LOGARITMICA, GEOMETRICA O EQUMNGLM

r distancia polar
6 angulo polar =0
a b €RT

La espiral logaritmica

geométrica, equiangular o espiral
maravillosa

Establecido qué es la proporcion cordobesa y el rectangulo cordobés. Pasemos
analizar la espiral logaritmica que es la curva a la que se asemeja la seccion de la
concha de Nautilus.



Espiral de Durero

“Se puede imaginar una linea eterna que, en continuo desarrollo en torno a un centro y
describiendo con su otro extremo espiras cada vez mas amplias, nunca tenga fin. Esta linea no
se puede hacer a mano por lo infinito de sus magnitudes grandes y pequefias. Su principio y
final no existen, ni se pueden encontrar, salvo en el entendimiento." Durero

a 3

El gnomon de un

rectangulo dureo es Crecimiento gnomdnico  Espiral de Durero Salvador Dali
un cuadrado discreto de un rectangulo
dureo
. 4

Durero realizé una definicion imprecisa de lo que entiende por una espiral y
basandose en que el gnomon de un rectangulo aureo es un cuadrado procede a una
construccion gnomoénica en la que encadena rectangulos aureos en un crecimiento
gnomonico discreto. Y enlazando cuadrantes de circunferencias construye la que se
denomina “Espiral de Durero”.

Hay que tener cuidado con ésta porque usualmente se transmite que esa espiral es
la espiral aurea, pero como veremos posteriormente es una aproximacion de ella. La
propia definicion de Durero se contradeciria con la construccion pues en la primera
manifiesta que no se puede hacer a mano y en la segunda se construye con regla y
compas



La espiral equiangular

ESPIRAL LOGARITMICA, GEOMETRICA O EQUIANGUEAR™™

r distancia polar //
6 angulo polar r—abs ‘ "

a b €EIR \

Descartes fue quien efectud una definicidn precisa de esta espira. Fijandose en la
propiedad equiangular de la circunferencia se planteé generalizar esta situacién y
determinar cual es la curva en la que el radio vector en un punto siempre forma un
particular en el

mismo angulo con la recta tangente. La circunferencia seria el caso
que dicho angulo es noventa grados sexagesimales.

Jacob Bernouilli fue quien hizo el andlisis detallado de la misma y quien la denominé

espiral maravillosa.




El grillo y la espiral logaritmica, recurso de RED Descartes

Un grillo ha dado un salto de longitud a y contintia dando saltos,
desplazandose en linea recta, de manera que en cada salto que
da esta a una distancia del punto de partida que es ¢ veces la
distancia anterior. ;| En qué posicion esta en cada momento?

[ Al D A : -~
Izum 3l 2 ¢: nimero veces tlempoD 0 3‘

|

La introduccion de la espiral logaritmica puede realizarse de diversas formas. El
planteamiento que yo realizo es una construccion dinamica basado en la
composicion de dos movimientos. Y todo lo que voy a sintetizarlesrespecto a las
propiedades de estas espirales pueden consultarlo en la web si buscan el recurso
“El grillo y la espiral logaritmica”.

Inicialmente consideremos un grillo que ha dado un salto de longitud a y continua
dando saltos, desplazandose en linea recta, de manera que en cada salto que da
esta a una distancia del punto de partida que es ¢ veces la distancia anterior, es decir
que las distancias al origen estan en progresién geométrica.  En qué posicion esta
en cada momento?



El grillo y la espiral logaritmica, recurso de RED Descartes

Un grillo esta en reposo en una superficie que gira con una
velocidad angular constante a.
¢En qué posicién esta en cada momento?

N : A D)
zum ~v~i velocidad angular iﬂ (] 3 >

Y ¢cual es su posicion si esta en reposo en una superficie que gira con una velocidad
angular constante?



El grillo y la espiral logaritmica, recurso de RED Descartes

zum %r[i"i* veces : v. angular :
hd
t

L : r=ac :
Composicion de movimientos e a
6=at r=ac’ =ab

Y finalmente si se componen los dos movimientos... jAhi tienen a nuestro grillo
saltarin!

La distancia al punto que denominamos polo viene dada por r=a-bthita. Thita es el
angulo de giro.
jAhi tenemos la espiral logaritmica!



Propiedades de la espiral logaritmica

r=a-b’ a b €eR”

e a es un factor de escala o angulo de retardo (un giro),
pues a=b* vy, por tanto, r = a b? = b%*.

r distancia polar, 0 angulo polar

r=12°

Al a A A A i
zum 4fa 2h100] b 4h120] 6 e( Sf1025], 2hess|)] o | 1 (RN

Toda espiral logaritmica puede expresarse en forma polar como r=a-b*thita, donde a
es un factor de escala a.

En la imagen al variar el valor de a podemos observar ese cambio de escala. Pero
también puede interpretarse un giro o que se le somente a un angulo de retardo. Esto
lo utilizaremos con posterioridad.

Variando el valor de a por una potencia de base b. El factor de escala puede
considerarse que es 1. Ese factor se puede interpretar como un angulo de retardo o
giro de la espiral.



Simetria y crecimiento levégiro y dextrdgiro

r=a-b’ a, b €IR”

e Para b basta considerar valores mayores que 1, pues para
1/b se obtiene la espiral simétrica respecto al eje polar

@) ®)

b 1/b

Para su analisis basta considerar valores de b mayores que la unidad, ya que para
sus inverso obtenemos la espiral simétrica respecto al eje polar. O lo que es
equivalente la espiral en sentido de crecimiento levogiro o dextrogiro.

Cuando b=1 obtenemos como caso extremo de la espiral a la circunferencia.



Es geométrica. Factor de crecimiento: b%”

r=a-b’ a, b €IR”

e Es geométrica porque los puntos ubicados en la misma
semirrecta estin en progresion geométrica de razon b,
Este es el factor de crecimiento.

La espiral logaritmica también se dice que es geométrica ya que los puntos de ella
gue estan ubicados en una misma semirrecta estan en progresion geométrica. Ya lo
indicamos en los saltos del grillo. A la razon b°" se le denomina factor de crecimiento,
lo que crece la espiral en cada vuelta.



Propiedades de la espiral logaritmica: EQUIANGULAR

Inb

o — — =029 y=72998
cos y m Z

mﬁﬂ equiangular 1 =b° con b>1, b EIR
Inb

08 Y = — =017 y=38032°
" NI +inb v

r=1358°
F Inb

05 Y=o = 0.57 y=55.27°
DN 1+inb Y

r=1186°
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Como hemos indicado es equiangular y el angulo sélo depende de la base b. A
medida que b crece el angulo que forma el radio vector con la recta tangente es
menor. Y el factor de crecimiento es mayor, simplificando digamos coloquialmente
que la espiral es mas abierta.



Espiral logaritmica cordobesa

Rectangulo circunscrito a una espiral logaritmica. Mddulo: b™?

e

meﬂm gnomonico euclideo r = »? con b>1 , b ER

Tomando un punto cualquiera M como punto de partida, la espiral
puede inscribirse en un rectangulo. El médulo de ese rectangulo es
independiente del punto elegido, sélo depende de b.

d(A,B)= 6.1047
d(B,C)= 7.9700
d(B,C)
d(4,B)

— 1.3056

b2 = 1.3056 A

A Al
b 411185 9

Espiral logaritmica cordobesa. Factor de crecimiento 2,9142...

Y llegamos a un momento cumbre porque damos la bienvenida a la espiral
iCORDOBESA! ; Por qué? Porque gracias al caracter equiangular de toda espiral
logaritmica, si consideramos cuatro puntos cuyos argumentos se diferencian en pi/2
radianes al trazar las tangentes en esos puntos la espiral queda inscrita en un
rectangulo. Y la proporcion de ese rectangulo es b™2 .

Si ese rectangulo es cordobés diremos que la espiral el cordobesa. Es decir si b™? es
la razdn cordobesa, entonces la base b es aproximadamente 1,185.

El factor de crecimiento b”*(2pi) en este caso es aproximadamente 2,91. Asi pues en
la espiral cordobesa, en cada vuelta la distancia al polo queda casi triplicada.



Espiral logaritmica aurea

Tomando un punto cualquiera M como punto de partida, la espiral
puede inscribirse en un rectangulo. El modulo de ese rectangulo es
independiente del punto elegido, solo depende de b.

d(A,B)— 9.4901
d(B,C)= 15.3473

d(B.C)
HCin) 1.6172

b2 = 16172

Rectangulo aureo
Espiral atirea
Proporcion divina

B 5\

1.358 .61803399...

r=1358°

Espiral logaritmica aurea. Factor de crecimiento 6,8541...

Para tener la espiral logaritmica aurea el valor de la base b es aproximadamente
1,358 y el factor de crecimiento es casi siete.

Hay una diferencia importante entre la espiral cordobesa y la aurea, un factor de
crecimiento proximo a tres de la cordobesa frente a casi siete en la aurea.



Crecimiento gnomoénico discreto de paso m/2

Crecimiento gnomonico discreto de paso =, en base a cuadrilateros.

r=1186°
zum i&i b ${1.186 | crecimiento i ) 0»4‘“

Factor de crecimiento b”/z.

Sin pararme a detallar podemos observar que en base a esos rectangulos
circunscritos la regién delimitada por toda espiral logaritmica puede aproximarse por
hexagonos en forma de L. Tenemos un modelo de crecimiento gnomonico discreto de

paso pi/2 y el factor de crecimiento seria b?



Crecimiento gnomoénico discreto de paso 2m/n

D
o e g 3 4.3
Crecimiento gnomonico discreto de paso _” =

z
o

Caso limite

2£
lim,,_,, bn» =1

"

“Eadem mutato resurgo

‘Mutante resurjo
siendo la misma”

A ae A A
b v1.186 crecimiento i@, n ED 62\‘_‘

Factor de crecimiento bz”/”.

Ese crecimiento puede extenderse a cualquier paso 21/n. Obviamente a medida que
el paso angular considerado es menor la aproximacion a la espiral es mejor.

Y en el caso limite tendriamos que el factor de crecimiento seria la unidad. Esto
puede considerarse como una explicacion, o al menos yo lo asocio con el lema
empleado por Jakob Bernoulli en relacion a su espiral maravillosa: “Eadem mutato
resurgo” (Mutante resurjo siendo la misma).



Modelizando el Nautilus
pompilius

Abordemos la fase final. regresemos a nuestro Nautilus y tratemos de leer su
bitacora vital e interpretarla adecuadamente.



Morfologia del Nautilus

e Concha discoidal.
e SeccioOn espiral.
e Dos verticilos y medio:
o fase neanica con ocho camaras,
o fase juvenil con dieciséis,
o fase adulta con ocho camaras.
e (Camara habitacional.
e Septos y canal sifuncular.

Ya indicamos en una primera inspeccion visual que la concha es discoidal y su
seccion parecia ser una espiral.

En el interior vemos un nucleo inicial o protoconcha correpondiente al estado
embrionario, el fragmacono que esta dividido en camaras separadas por septos que
comprende dos verticilos y medio y la camara habitacional.

En esos verticilos contabilizamos ocho camaras en al fase neanica, dieciséis en la
juvenil y otras ocho en la fase adulta dos verticilos y medio. El paso, digamos
caracteristico, entre camaras es pi/8.

Es decir, en las camara podemos asimilar que hay un crecimiento gnoménico
discreto de paso pi/8.



Factor de crecimiento de la seccion de la concha nautilica

Varia el valor de b para ajustar la cO

Procedimiento local by 1491 & = 12917 (© 0

Factor de crecimiento 3 o
(Moseley, 1813) Procedimiento global

Factor de crecimiento 3

Para determinar si la espiral de la seccion de la concha es logaritmica basta verificar
que el crecimiento sea geométrico determinando la razén o factor de crecimiento.
Para ello, la modelizacion tradicional se basa esencialmente en la medicion lo cual
obviamente no esta exenta de dificultades y errores de medidad. Con este
procedimiento Moseley asigné al Nautilus un factor de crecimiento de tres.

En nuestro caso, este analisis ha sido sustituido por la utilizacién de una escena
desarrollada con la herramienta Descartes en la que podemos dibujar diferentes
espirales logaritmicas, superponiéndolas con la imagen, y entre ellas seleccionar
aquella que mejor se ajusta cuando la espiral logaritmica es una espiral cordobesa.
En la imagen observamos cual seria la espiral correspondiente al factor de
crecimiento tres. La medicion de Moseley se aproximo, pero no coincide totalmente.



El Nautilus pompilius jes cordobés!

i 5 s 0
M de la concha por una espiral logaritmica r= b

OAﬁ

@

| b=1,358
| L Factor de crecimiento 6,854..
Varia el valor de b para ajustar la concha Espiral \oga ritmica durea

o 471181 1 10 om

Procedimiento global b=7,785..

Factor de crecimiento 2,974... Denotamos k=1,185...

Espiral logaritmica cordobesa

. 4

La espiral que mejor se ajusta a la seccién del Nautilus se consigue cuando el factor
de crecimiento es 2,914..., es decir, cuando la espiral logaritmica es la espiral
cordobesa. jSurge la primera evidencia del caracter cordobés del Nautilus
pompilius!

Y por supuesto muy alejada de la espiral durea con factor de crecimiento casi de
siete y claramente alejada del perfil del Nautilus. jLa realidad es tozuda! por mucho
que siempre se ponga como ejemplo de proporcidén aurea al Nautilus. No, el Nautilus
no sigue la proporcion aurea, jsigue la proporcion cordobesal



Forma ligada al factor de crecimiento

El factor de crecimiento, o en definitiva el valor de b en la espiral logaritmica es clave
de la forma de la concha. En la imagen podemos ver algunos ejemplos en funcién del
valor de b. Al crecer b el angulo del radio vector y la tangente disminuye y el factor de

crecimiento aumenta.


https://proyectodescartes.org/escenas-aux/taller24ega/Escena2/index.html

Una primera aproximacion gnomonica de las camaras

~‘T . Sl 0
m de la concha por una espiral logaritmica r= b

S 4 : A
Crecimiento gnomoénico discreto de paso % v .

Espiral logaritmica cordobesa

Cl ® OH

Y si a esa espiral logaritmica cordobesa le aplicamos el crecimiento gnomdnico
discreto que ante indicamos que puede aplicarse a toda espiral logaritmica logramos
obtener la primera aproximaciéon de las camaras y observar el crecimiento con paso
2pi/16, es decir pi/8.

Nuestro primer modelo del Nautilus. Una primera observacion del Nautilus
matematico



Gnomon de un triangulo cordobés

o D

(28) ;2m/167 (/87

¢Casual? o jCAUSAL!

¢ pi octavos?, ¢ pi octavos?

iClaro! Si tomamos un triangulo cordobés, es decir, cada uno de los triangulos en que
se puede descomponer el octégono, podemos observar que en el gnomon de ese
triangulo aparece ese angulo de pi/8. Todos los angulos que intervienen son multiplos
de pi octavos.

¢, Casual? jNo!, es obvio que es consecuencia de una causa, es CAUSAL

jUju! o como decimos en mi tierra jOzu, mi arma que arte tiene este Nautilus!



Aproximacion del sifiinculo
Wte del sifiinculo por una espiral logaritmica r= a 1.186" QOI Familia de espirales
cordobesas
=
{k“"” <a<1
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Sifunculo
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= 0,6715 ...
Varia el valor de a para
ajustar el sifunculo
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Conceptualmente es légico pensar que cualquier punto del interior de la concha ha
debido esta sujeto a un mismo tipo de crecimiento y por ello si nos marcamos como
objetivo aproximar el sifunculo procede buscar ese ajuste en la misma espiral
cordobesa, pero aplicando un factor de escala o retardo.

En la imagen comprobamos como todo el interior de la concha se ajusta por familias
de espirales cordobesas en las que el factor de escala observamos que toma toma
valores entre 0,34 y 1, y el sifunculo aproximadamente se corresponde con a=0,7.
El modelo tedrico justifica el por qué de los valores detectados.

Pensado en el cono que deformandose da lugar al habitaculo del Nautilus la parte
interior puede considerarse o interpretarse que tiene un retardo k”(-21i) y para espiral
cordobesa ese valor es aproximadamente 0,34. Por ello todas las espirales
cordobesas en el habitaculo tienen como factor de retardo valores entre 0,34 y 1.
&Y el sifunculo? Lo intutitivo es que esté justamente en la parte intermedia, si fuera
un cono seria el eje del cono. Asi pues si hallamos la media aritmética obtenemos el
factor 0,67



Aproximacion gnomonica discreta por una familia de espirales
cordobesas

mdel sifunculo por una espiral logaritmica r=a -1.1 867 QO]

Crecimiento gnomoénico discreto de paso 3—2 % .

@4 Q{()J././No '@ ri= 1186 o“

Apoyandonos en el sifunculo podemos realizar una mejora en la aproximacién
gnomonica de las cavidades...

E incluso considerar la familia de espirales cordobesas y proceder en base a ellas a
una mejor aproximacion.

Hemos mejorado el modelo cordobés del Nautilus.



Hacia el modelo continuo: modelizacion de los septos

La espiral cordobesa es intrinseca al ser del Nautilus, todo punto de él se encuentra
en una espiral cordobesa. Y ello hace pensar que los septos no pueden seguir un
patrén diferente al canon cordobés. Asi pues tratemos de ajustar con arcos de esa
espiral.

Si probamos con otra espiral observamos que no encaja, algun septo si, pero en
general no.

iTiene que ser cordobesa! pongamos b=1.185 Pero no encaja... jno,no puede ser!
itiene que hablar cordobé!, ; habra que escalarla, es decir, girarla?

Pongo a=0.5y joh la la! jahora si! Cada septo es un arco de esa espiral que va
desplazandose a la vez que se desplaza el polo.

jLos septos son arcos de espirales cordobesas!



Espiral de los septos y trayectoria del polo

o ga )@ JAOIIICIEN 1

K_2n+1+ic_2”
@, r=ex? e= —2———=10,507359 ...

Esto pone nervioso a cualquiera ¢ verdad?

Los septos son arcos de una espiral cordobesa que va desplazandose...

Y el polo de esa espiral sigue la trayectoria de otra espiral... que sera.... |{Si es
cordobesal! jClaro que si!

Esto se merece recordar lo que decia el torero andaluz Jesulin: “En dos palabras
iln! jpresionante!”

La espiral de los polos es una intermedia entre la capa interior y el sifunculo.
Considerando la media aritmética de los coeficientes de ambas obtenemos que el
factor de escala es aproximadamente 0,5.



Paso discreto entre los polos de la espiral de los septos
21
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Efectuando un analisis de las proporciones existentes entre dos septos consecutivos,
el cual no detallo aqui, pero que pueden consultarlo en nuestro articulo sobre el

Nautilus, se determina que:
e El angulo polar del polo correspondiente al septo n-ésimo esta deplazado

pi/16
e El paso entre dos polos es 2pi/16 o pi/8. jLogico que coincida con el paso

interseptos!



Amplitud del septo

A

Y a esta altura ¢ alguien se sorprendera de que la amplitud del arco de cada septo
sea 5pi/8, que es el angulo denotado como E en la imagen correspondiente al
gnomon del triangiulo cordobés? pi/8 era el angulo del gnomon que se trasladaba al
paso interceptos y 5pi/8 es esa amplitud de arco.

Todo cuadra, es lo que nos traslada el Nautilus



Modelo de los septos

oximacion de los septos en el Nautilus

Con todos esos datos podemos observar el modelo de los septos. Cada uno de elos
los hemos dividido en dos partes (en rojo y verde) partidos por el sifunculo.

En los ultimos septos se observa que hay cierta diferencia entre la realidad y el
modelo, no obstante esta documentado que en la fase adulta se pueden presentar
ciertas modificaciones en el crecimiento y eso es lo que aqui estamos constatando.
Se podria incluir esta variacion en el modelo matematico, pero no es el objetivo aqui.



Modelo matematico del Nautilus

mlo matemdtico del Nautilus pompilius e ,\QI

TAsi pues estamos en condiciones de presentar el modelo matematico del Nautilus
pompilius que es el que reflejamos en esta diapositiva.

Y he de insitir que todo punto del interior de la concha es la interseccién de un punto
de una espiral cordobesa longitudinal y una espiral cordobesa transversal.

Todo en el Nautilus se muestra concordante con la proporcion cordobesa. Por ello es
natural que jel Nautilus es natural y yo cantemos juntos! :



iSoy CORDOBE!

Soy cordobés,
de la tierra de Julio Romero,

el pintor de "La musa gitana",

Cérdoba sultana,

jcuanto te quiero!

Soy cordobés.

y a la orilla del Guadalquivir
tengo que pone' un letrero
diciendo "me muero",
jCérdoba por til



http://www.youtube.com/watch?v=tDiySmwa8L8&t=62

Sobre la forma y el crecimiento cordobés del
Nautilus pompilius

Epsilon - Revista de Educacion Maremdtica 2016, Vol. 33 (3), n® 94, 81-110

Sobre la forma y el crecimiento cordobés del
Nautilus pompilius

José R. Galo Sanchez
Angel Cabezudo Bueno
Ildefonso Fernandez Trujillo
Red Educativa Digital Descartes
reddescartes.org proyectodescartes.org

Resumen: Hay una tendencia a tratar de
asociar o encontrar en todo aquello que
es bello la proporcion durea o divina o a § @

construir objetos a partir de esta razon \ i
porque se presuponen serdn apreciados
como bellos por el simple hecho de seguir
dicha pauta. Esto, como no, también ha
acontecido con la modelacion matematica de la concha del Nautilus pompilius sobre la que
suele afirmarse que su formay crecimiento es dureo. Sin embargo, en este articulo se mues-
tra y se analiza en detalle cémo dicha concha lo que realmente sigue es un patron ubicado
en la denominada proporcion cordobesa o humana. Con apoyo en un recurso interac-
tivo desarrollado con la herramienta Descartes se motiva el analisis y comportamiento y
se procede a partir de la yocto-yotta realidad observada a construir el modelo matemditico.
Palabras clave: Proporcion cordobesa, mimero cordobés, espiral logaritmica, Nautilus

crecimiento 7

Y como ya estaran ustedes cansados de este cordobés, permitanme que termine
citando a mis dos colegas cartesianos esparioles, de la RED Descartes. Pero no
teman que no son cordobeses. Angel Cabezudo Bueno que es de Valladolid e
lldefonso Fernandez Trujillo de Madrid. Juntos logramos que el Nautilus nos cantara
lo de soy cordobés y aun seguimos hablando con él y escuchandole atentos porque
el modelo tridimensional todavia lo tenemos abierto.

Muchas gracias por su paciencia e interés y les animo a patrticipar en el taller de
Descartes que ha programado la organizacion.



24 Encuentro de Geol

El Nautilus: referente
del crecimiento
gnomonico cordobes

gproyecto
escartes -

jAh! ;Se me olvidaba indicarles que no se dejen llevar por las fake news que circulan
por las redes afirmando que el Nautilus es un referente de la proporcién aurea. jNo!,

el Nautilus es referente CORDOBE.
Muchas gracias.


http://www.youtube.com/watch?v=tDiySmwa8L8&t=62
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